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Concerning these results some questions can be raised: 
(a) Does function 2 1( )nL x  has 2n  1 distinct real zeroes in the interval (– 1, 1)? 
(b) Numerical results show that the system { ( )}nL x  is not orthogonal. Is 

there a sequence { }n  such that corresponding system { ( )}nL x  is orthogonal? 
Note, that if the answer to the first question is positive than we can use 

these zeroes as nodes for construction of interpolation polynomial. 
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О СПАРИВАНИЯХ НА АБЕЛЕВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 
p-РАНГА ОДИН И ИХ КРИПТОГРАФИЧЕСКИХ ПРИЛОЖЕНИЯХ 

 
Описаны и проанализированы с точки зрения вычислительной эф-

фективности различные виды спариваний на гиперэллиптических кри-
вых, преимущественно на кривых рода 2 и p-ранга один для криптогра-
фических приложений. 

 
Described and analyzed in terms of computational efficiency different 

types of pairings on hyperelliptic curves, especially on curves of genus 2 and 
p-rank one for the cryptographic applications. 
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Введение 
 
Будем рассматривать алгебраические кривые родов g = 2, 3, 4.  
Мы хотим выяснить соотношение между эффективностью вычисле-

ний в якобиане кривой и, в частности, эффективностью вычисления 
спариваний и криптостойкостью соответствующих криптосистем [1]. 
Криптостойкость определяется степенью вложения якобиана в расши-
рение основного поля. Чем выше степень вложения, тем труднее реша-
ется задача дискретного логарифмирования, тем, соответственно, более 
стойка криптосистема [3; 5; 7; 9]. 

Эллиптические кривые условно делятся на два класса: суперсингу-
лярные, для которых сложение точек выполняется быстро, но и степень 
вложения мала, так что соответствующие криптосистем не могут счи-
таться стойкими, и обыкновенные (несуперсингулярные), для которых 
сложение точек вычисляется медленнее, но степень вложения высока и 
соответствующие криптосистемы надежны. Для кривых высших родов 
существует промежуточный класс кривых — кривые p-ранга 1, кото-
рые, возможно, сочетают в себе оба достоинства [11; 12]. Мы хотим ис-
следовать пригодность таких кривых для криптографии с обеих точек 
зрения: эффективности вычислений и стойкости [2; 10].  

Известно много различных спариваний на алгебраических кривых: 
Вейля, Тэйта, Ate и др. [4; 6; 8; 13]. Мы хотим проанализировать пригод-
ность различных видов спариваний для рассматриваемых криптосистем. 

 
1. Якобианы кривых 

 

Пусть k — поле, K = k — его алгебраическое замыкание, C — гладкая 
проективная абсолютно неприводимая алгебраическая кривая над k. 

Множество всех дивизоров кривой C, обозначаемое Div(C), образует 
аддитивную группу относительно этого сложения. Степенью дивизора 
D называется целое число deg D =


 P
P C

m . 

Множество всех дивизоров степени 0, обозначаемое Div0(C), являет-
ся подгруппой группы Div(C). Дивизором рациональной функции  
f  K(C), f  0, (главным дивизором) называется 

div( ) ( )


  P
P C

f v f P , 

где vP(f) — порядок функции f в точке P  C. Множество всех главных 
дивизоров  образует подгруппу группы Div0(C). Факторгруппа C =  
= Div0(C)/ называется якобианом кривой C. 



Спаривания на абелевых многообразиях и их криптографические приложения  

 

157 157

Пусть k = q — конечное поле, P = (u, v) — точка C и  — автомор-
физм K над k. Тогда P  = ((u),  (v)) — также точка кривой. Говорят, что 
дивизор D =  mPP определен над k, если D =  mPP равен D для любого 
автоморфизма  расширения K/k. Рациональная функция f  K(C) оп-
ределена над k тогда и только тогда, когда ее дивизор div(f) определен 
над k. Ясно, что дивизоры, определенные над k, образуют подгруппу 
группы Div(C) всех дивизоров. Тогда множество С(k) всех классов диви-
зоров в , имеющих представителей, которые определены над k, явля-
ется подгруппой группы С. При этом С(k) — конечная абелева груп-
па. Ее называют k-рациональным якобианом кривой C. 

 
2. Абелевы многообразия p-ранга один 

 
Проективная алгебраическая группа A называется абелевым многооб-

разием. В частности, k-рациональный якобиан C(k) алгебраической 
кривой C является абелевым многообразием. 

Пусть A и B — абелевы многообразия над k, : A  B — морфизм над 
k, такой, что (0) = 0, является гомоморфизмом групп. Множество 
Homk(A, B) таких гомоморфизмов образует абелеву группу.  

Пусть  — доминантный морфизм из A в B. Для функции f  k(B) 
полагаем *(f) = f ◦ . Тем самым определен инъективный гомомор-
физм * : k(B)  k(A). Отображение   Homk(A, B) называется изогени-
ей, если Im  = B и ядро Ker  конечно. Гомоморфизм   Homk(A, B) 
изогения тогда и только тогда, когда выполняется одно из эквива-
лентных условий: 

 dimA = dimB и dim(Ker)0 = 0, где (Ker)0 — максимальное абсо-
лютно неприводимое подмногообразие, содержащее 0; 

  доминантен и k(A)/*(k(B)) — конечное алгебраическое расши-
рение, степень изогении  : A  B — число deg = [k(A) : *(k(B))]. 

Пусть A — абелево многообразие над k, n  . Степень изогении [n] 
равна n2dimA. Если n = ps, где p = char k, то A[ps] = /pts , где t  dimA и не 
зависит от s. Абелево многообразие A называется обыкновенным, если 
A[ps] = /pts , где t = dimA. Говорят, что абелево многообразие A имеет 
p-ранг t, если A[ps] = /pts . 

Если E — эллиптическая кривая, то есть абелево многообразие раз-
мерности 1 и его p-ранг равен 0, то говорят, что кривая E супер-
сингулярна. Известно, что абелево многообразие A суперсингулярно, если 
оно изогенно произведению суперсингулярных эллиптических кривых. 
В этом случае оно имеет p-ранг 0.  

 
3. Спаривания на гиперэллиптических кривых 

 
Гиперэллиптическая кривая C рода g  1 над q есть несингулярная 

плоская кривая, определяемая аффинным уравнением y2 + h(x)y = f(x), 
где f(x) — унитарный многочлен степени 2g + 1; h(x) — многочлен сте-
пени, непревосходящей g. Зафиксируем подгруппу некоторого поряд-
ка r группы C( q). Говорят, что эта подгруппа имеет степень вложения k, 
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если порядок r делит qk – 1, но не делит qi – 1 для всех i: 0 < i < k. Это вле-
чет, что группа r корней степени r из единицы содержится в kq

 , но не 

содержится ни в каком меньшем расширении поля q.  
Для криптографических приложений r должно быть большим про-

стым, таким, что r#C( q) и НОД(r, q) = 1. Пусть ( )[ ]kC q
r  есть r-я груп-

па кручения, ( ) / ( )k kC Cq q
r    — факторгруппа. Тогда спаривание 

Тэйта — Лихтенбаума 

 ,  r : ( )[ ] ( ) / ( ) / ( )k k k k k
r

C C Cq q q q q
r r           

корректно определяется так: пусть 1D  ( )[ ]kC q
r , 2D  ( )kC q

 , где 

D1 — дивизор, представляющий 1D ; D2 — дивизор, представляющий 2D , 
причем выполняется условие supp(D1)  supp(D2) = . Существует ра-
циональная функция

1, r Df  ( ) kq
C , такая, что

1, div( )r Df = rD1 – [r]D1= rD1. 

Тогда по определению 

2
1 1

ord ( )
1 2 , 2 , 

( )

, ( ) ( )


     P D
r r D r D

P C K
D D f D f P . 

Это спаривание билинейно, невырожденно и определено с точностью 
до r-х степеней. Чтобы вычислять однозначно определенные значения, 

используют редуцированное спаривание ( 1)/
1 2 1 2( , ) ,       k

k
q r

r r q
e D D D D . 

Главная проблема вычисления 1 2, rD D  — построение рациональ-
ной функции 

1, r Df  и ее значения 
1, 2( )r Df D , где 

1, div( )r Df = rD1. Миллер 

описал быстрый алгоритм вычисления 
1, 2( )r Df D  для дивизоров на эл-

липтических кривых. Этот алгоритм позднее был адаптирован для вы-
числения спаривания на гиперэллиптических кривых. 

Пусть 
1 1,iD jDG  — рациональная функция, такая, что 

1 1,div( )iD jDG = iD1 +  

+ jD1 – (iD1  jD1), где  — групповой закон в C и (iD1  jD1) — редуци-
рованный дивизор. Алгоритм Миллера для гиперэллиптических кри-
вых строит рациональную функцию 

1, r Df  на основе следующей рекур-

рентной формулы: 

1 1 1 1 1, , , , i j D i D j D iD jDf f f G . 

Опишем спаривание Ate на обыкновенной гиперэллиптической 
кривой. Пусть  — отображение Фробениуса степени q на кривой C и 
эндоморфизм Фробениуса якобиана C, C — гиперэллиптическая кри-
вая над q; r — большое простое число; r#C( q); 1 = C[r]  Ker(  [1]) 
и 2 = C[r]  Ker(  [q]). Тогда отображение a(  ,  ) : 2  1  r, 

22 1 , 1( , ) ( ) q DD D f D , где D2 = ( ) D — единственный редуцированный 

дивизор в D , D1  1D  и supp(D1)  supp(D2) = , определяет невырож-
денное билинейное спаривание, называемое гиперэллиптическим спари-
ванием Ate. Наиболее важным свойством спаривания ate является то, что 
для него не нужно заключительное возведение в степень. 
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Рассмотрим кручение гиперэллиптических кривых. Пусть C — кри-
вая рода g, определенная над полем k. Кривая C над k, изоморфная C, 
называется кручением C. Более того, кривая C называется кручением сте-
пени d кривой C, если существует изоморфизм : C  C, определенный 
над kd, где kd — расширение k степени d и d минимально. Для всякой 
кривой C, определенной над k, множество ее кручений Twist(C / k) есть 
множество кривых C / k, изоморфных C над k. 

Для построения кручения данной кривой C над полем k необходи-
мо вычислить группу автоморфизмов Aut(C) кривой C. Для гиперэл-
липтических кривых рода 2 над конечными полями характеристики 2, 
3 и 5 возможными редуцированными группами автоморфизмов явля-
ются C2, V4, D8, D12, 2D12, 4

S , C10, где Cn — циклическая группа порядка 
n; V4 — четверная группа Клейна; Dn — группа диэдра порядка n, 2D12 
и 4
S  есть 2-накрытия группы диэдра D12 и симметрической группы S4.  
Степень d кручения кривой C зависит от порядка элемента из 

Aut(C), то есть если C — кручение C степени d, то группа Aut(C) долж-
на содержать элемент порядка d. Однако если char(k) > 5, то Aut(C) все-
гда есть подгруппа одной из перечисленных групп. В таком случае для 
char(k) > 5 возможны лишь случаи d = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10. Например, для 
конечного поля q, где q — большое простое число и q  1 (mod 8) кри-
вая C1 : y2 = x5 + ax имеет группу автоморфизмов C8  4

S . Кручением C1 
степени d = 8 является кривая 1C : y2 = x5 + ax, соответствующий изо-

морфизм есть (x, y)  
1/4 5/8( , ) x y , где   q и не является l-степенным 

вычетом в q для l  {1, 2, 4, 8}. 
Скрученное гиперэллиптическое спаривание Ate определяется так: пусть 

C — гиперэллиптическая кривая над q, которая имеет кручение C сте-
пени d, r — большое простое число, r#C( q), k — степень вложения 
кривой, m = НОД(k, d), e = k /m, m — примитивный корень степени m из 
единицы в  eq

. Имеем 2 = C[r]  Ker([m] e – 1). Тогда равенство 

1
1 2 2, 

( , ) ( ) eq D
t D D f D , 

где D1  1D , D2 = 2( ) D  и supp(D1)  supp(D2) = , определяет невырож-
денное билинейное спаривание, называемое гиперэллиптическим 
скрученным спариванием Ate.  

Гиперэллиптическое спаривание Ate и скрученное спаривание Ate 
допускают обобщения. Во-первых, выражения  

2

( 1)/
 (mod ), 1( ) kq r

q r Df D  и 
( 1)/

1
2(mod ), 

( )
kq r

eq r D
f D  

задают спаривания, называемые оптимизированным гиперэллиптическим 
спариванием Ate и оптимизированным скрученным спариванием Ate соот-
ветственно. Во-вторых, выражения 

( 1)/

2
1 (mod ), 

( )
kq r

iq r D
f D  и 

( 1)/

1
2(mod ), 

( )
kq r

eiq r D
f D  
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задают спаривания, называемые обобщенным гиперэллиптическим спарива-
нием Ate и обобщенным скрученным спариванием Ate соответственно. И то и 
другое спаривание не нуждаются в финальном возведении в степень 
для получения однозначного результата спаривания. 

Спаривание Вейля есть невырожденное билинейное отображение 

ew(  ,  ) : ( )[ ] ( )[ ]k kC Cq q
r r     r , где 1

2

, 2
1 2

, 1

( )
( , ) ( 1)

( )
  r Dr

w
r D

f D
e D D

f D
. 

Это спаривание также не требует заключительного возведения в сте-
пень, однако нуждается в двух итерациях цикла Миллера. Для qej поло-

жим q(ej)a – 1 = Lr, r2 не делит q(ej)a – 1. Пусть ej
rq  qej (mod r). Тогда 

1

2

2, 
1 2

1, 

( )
( , )

( )


ej
r

ej
r

q D c
w

q D

f D
e D D

f D
, 

где c  L(aq(ej)(a1))1 – l (mod r), есть невырожденное билинейное спари-
вание, называние скрученным спариванием Вейля. 

Разработаны алгоритмы вычисления спариваний и получены оцен-
ки эффективности этих алгоритмов. 
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КАСАТЕЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ И ЕГО ОБОБЩЕНИЯ 
 

Представлен метод решения больших систем линейных уравнений, 
основанный на неполном блочном разложении блочных трехдиагональ-
ных матриц. Этот метод является обобщением частотно-филь-
трующего метода, предложенного Г. Виттумом в [1], методов, описан-
ных в работах [2—4] и др.  

 
We present a preconditioner for large systems of linear equations based 

on the incomplete block decomposition for block-tridiagonal matrices. This 
method generalizes frequency-filtering method of G. Wittum [1] and methods 
developed in [2–4] etc.  

 
Ключевые слова: большая система линейных уравнений, блочное разло-

жение, блочная трехдиагональная матрица, частотно-фильтрующий метод. 
 
Key words: large system of linear equations, block decomposition, block-tri-

diagonal matrix, frequency-filtering method. 
 

Введение 
 
Рассмотрим систему линейных уравнений вида  
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